Методические указания по СРМП
	
	
	Количество акад. часов

	Первая неделя

	СРМП
	Минимизирующая последовательность. Сходимость к множеству. Глобальный минимум.
Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления (1) – (3) из лекции 11, когда 
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Как показано в лекциях 11, 12, если выполнены условия теоремы 1 (лекция 11) и теоремы 1 (лекция 12), то функционал 
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 – решение дифференциального уравнения
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Для задачи оптимального управления (18) – (20) применима теорема 1. Следовательно, значение функционала (18) при условиях (19), (20) строго убывает и 
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	2

	Вторая неделя

	СРМП
	Дифференциал Фреше. Основные свойства.

Формула конечных приращений Лагранжа. Условие Липшица.
Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления
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Согласно формуле (2), последовательность 
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Пример 2. Рассмотрим задачу оптимального управления для линейных систем (см. лекцию 13)
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Градиент функционала 
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Последовательность 
[image: image39.wmf]{

}

U

u

n

Ì

 определяется по формуле (20), где градиент вычисляется по алгоритму (24), (25).


Отметим, что:  а) если 
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Пример 3. Рассмотрим задачу оптимального управления (1) – (4) (лекция 14)



[image: image45.wmf]inf

)

(

)

,

,

(

)

(

0

1

®

-

=

ò

l

ds

s

y

u

t

s

x

u

J

,                               (26)



[image: image46.wmf]{

}

1

2

2

2

0

,

0

)

,

(

),

,

(

)

,

(

)

,

(

t

t

l

s

Q

t

s

t

s

f

s

t

s

x

a

t

t

s

x

<

<

<

<

=

Î

+

¶

¶

=

¶

¶

,        (27)



[image: image47.wmf][

]

)

(

)

0

,

(

,

0

,

)

,

(

)

(

)

,

(

,

0

)

,

0

(

1

s

s

x

t

t

t

l

x

t

p

v

s

t

l

x

s

t

x

j

=

<

<

-

=

¶

¶

=

¶

¶

,        (28)


[image: image48.wmf]{

;

,

)

(

/

)

,

(

)

,

(

)

,

(

),

(

(

max

min

1

2

1

2

I

t

p

t

p

p

R

Q

L

R

I

L

t

s

f

t

p

U

u

Î

£

£

´

Î

=

Î




[image: image49.wmf][

]

ï

þ

ï

ý

ü

=

£

òò

1

2

2

,

0

,

)

,

(

t

I

R

dt

ds

t

s

f

Q

.                                  (29)

Градиент функционала 
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Согласно результатам лекции 8 (проекция точки на множество) имеем
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Для задачи (26) – (29) последовательности (30) – (31) являются минимизирующими.


Пример 4. Рассмотрим задачу оптимального управления (1) – (5) (лекция 15)
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Градиент функционала (32) при условиях (33) – (36) определяется по формуле 
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Для задачи (32) – (36) последовательности (37), (38) являются минимизирующими.

	2

	Третья неделя

	СРМП
	Оценка скорости сходимости.
Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления
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По формулам (21) – (24) можно найти градиент функционала 
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Из (25) – (27) следует, что компоненты вектор функции 
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Пример 2. Рассмотрим задачу оптимального управления
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Для задачи (28) – (31) последовательность 
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По формулам (32) – (37) можно найти градиент функционала 
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Решением задачи (38) является
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Из (39) – (41) следует, что 
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Последовательность 
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	Четвертая неделя

	СРМП
	Решение операторного уравнения методом Ньютона- Канторовича. Алгоритм. 
Метод Ньютона. Рассмотрим оптимизационную задачу
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4. Существуют различные способы выбора величины 
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Это известная схема Ньютона-Канторовича для решения операторного уравнения 
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	Пятая неделя

	СРМП
	Слабая полунепрерывность снизу функционалов.
Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления:
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Для учета фазовых ограничений (18) введем штрафную функцию
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Теперь задачу (15) – (18) заменим на следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Задача (19) – (21) может быть решена известным методом минимизации (методом проекции градиента, методом условного градиента, методом Ньютона).


Пример 2. Рассмотрим задачу оптимального управления (15) – (17) с ограничениями на правом конце траектории
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Вместо исходной задачи (15) – (17), (22) рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Задача оптимального управления (23) – (25) может быть решена известными методами минимизации.


Заключение. Приведенные в лекциях 16 – 20 методы минимизации в банаховом пространстве по форме ничем не отличаются от имеющих такие же названия методов оптимизации в конечномерном пространстве 
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.


Как следует из доказанных теорем, сильная сходимость минимизирующих последовательностей гарантируется только для сильно выпуклых функционалов. В случаях, когда минимизируемый функционал не является сильно выпуклым, построенные последовательности сходятся к точке минимума слабо. В этих случаях для получения сильно сходящихся минимизирующих последовательностей необходимо применить метод регуляризации А. Н. Тихонова.


Рекомендуемая литература:

1. Балакришнан Л. Введение в теорию оптимизации в гильбертовом 
пространстве. – М.: Мир, 1974.

2. Васильев Ф. П. Методы решения экстремальных задач. – М.: 
Наука, 1981.

3. Пшеничный Б. Н. Выпуклый анализ и экстремальные задачи. – 
М.: Наука, 1980.

4. Полак Э. Численные методы оптимизации. – М.: Мир,1974.

5. Тихонов А. Н., Арсенин В. Я. Методы решения некорректных 
задач. – М.: Наука, 1979.
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	Шестая неделя

	СРМП
	
Пример 1. Рассмотрим интегральное уравнение
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Следовательно, данное интегральное уравнение имеет решение. Общее решение, согласно формуле (5), запишется в виде 
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Пример 2. Рассмотрим интегральное уравнение
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Как следует из теоремы 1, интегральное уравнение (8) имеет решение тогда и только тогда, когда матрица
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Общее решение интегрального уравнения (8), согласно теореме 2, имеет вид
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	2

	Седьмая неделя

	СРМП
	 Основные теоремы о сильно выпуклых функционалах в банаховом пространстве. 
Пример. Уравнение движения системы имеет вид
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Отсюда следует, что система (18), (19) управляема (см. теорему 1);
г) матрицы 
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	2

	Восьмая неделя

	СРМП
	Условия оптимальности в банаховом пространстве.
Пример 1. Пусть матрица
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Тогда характеристическая матрица (n=3)
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Характеристический полином
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Присоединенная матрица
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Наибольший общий делитель элементов присоединенной матрицы 
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Числа, определяемые соотношениями (6), называются значениями произвольной функции 
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Функции от матрицы определяются так: значение функции 
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Целесообразно среди всех полиномов, принимающих те же значения на спектре матрицы A, что и функция 
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Интерполяционный полином Лагранжа-Сильвестра, удовлетворяющий условиям (7), определяется по формуле
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Интерполяционные условия, согласно (7), имеют следующий вид
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Согласно формуле (8), имеем
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Пример 3. Уравнение движения системы имеет вид
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В векторной форме уравнение движения запишется в виде
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Следовательно, 
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Матрица
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 EMBED Equation.3  [image: image296.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

+

-

-

+

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

4

3

3

3

2

2

3

2

2

4

1

4

1

3

1

3

1

9

4

9

1

3

1

3

1

2

1

2

1

4

3

4

1

9

4

9

1

4

3

4

1

4

5

4

1

e

e

e

e

e

e

e

e

e

.

Легко убедиться в том, что матрица 
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	Девятая неделя

	СРМП
	Условия оптимальности в банаховом пространстве.
Пример 1. Дано интегральное уравнение 
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Отсюда следует, что данное интегральное уравнение имеет решение для любой функции 
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Справедлива следующая оценка скорости сходимости
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3) если выполнено неравенство (8), то последовательность 
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4) для того, чтобы интегральное уравнение Фредгольма первого рода (1) имело решение, необходимо и достаточно, чтобы значение 
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Отсюда следует первая оценка (13). Можно показать, что для сильно выпуклого функционала верна вторая оценка из (13) (см. лекцию 7). Третье утверждение теоремы доказано.
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Из (11) следует, что
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Следовательно
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Если ввести обозначения
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то соотношение (12) запишется в виде


[image: image388.wmf]a

U

W

=

1

.                                                   (13)

Матрица 
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Теперь равенство (13) запишется так
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Тогда для управляемости системы (1) необходимо и достаточно, чтобы
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где множество U содержит все решения интегрального уравнения (1). Теорема утверждает, что функция 
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Тогда приращение функционала 
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Из (9) следует, что 
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Это означает, что функционал (2) является выпуклым, т.е. выполнено неравенство (6). Как следует из (4), приращение
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Следовательно, 
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Это означает, что функционал 
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Отсюда следует, что 
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Если выполнено неравенство (8), то функционал (2) при условии (3) является сильно выпуклым. Тогда
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Отсюда следует, что 
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Отсюда следует первая оценка (13). Можно показать, что для сильно выпуклого функционала верна вторая оценка из (13) (см. лекцию 7). Третье утверждение теоремы доказано.
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 не является решением интегрального уравнения (1). Теорема доказана.
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